
14 - лекция. Ретін төмендетуге болатын жоғарғы ретті дифференциалдық  теңдеулер. 
Жоғарғы ретті сызықты дифференциалдық теңдеулер. Кез келген тұрақтыны вариациялау 
әдісі. 

Дайындаған: Ақпараттық технологиялар және интеллектуалды жүйелер мектебінің 
аға оқытушысы Жаксыгунова Ж.Т. 

 
14- лекция 

14.1 Ретін төмендетуге болатын  жоғарғы ретті дифференциалдық  теңдеулер.  
Жоғарғы  ретті дифференциалдық теңдеулердің негізгі түрлері және  

оны шешу  әдістері 
Ретін төмендетуге  болатын жоғарғы  ретті дифференциалдық  теңдеулердің әртүрлі 
түрлерін  қарастырамыз: 

1) 01  )y,...,y,y,x(F )n()k()k(    (1) –  
бұл дифференциалдық теңдеудің құрамына ізделініп отырған y  функциясы мен оның (k-1)-
ретке  дейінгі туындылары кірмейді. Бұл жағдайда, ретін төмендету  мына ауыстыру 
көмегімен  жүзеге  асырылады:  

)()()1()( ,...,, knnkk zyzyzy    
18.1 мысал.  0,0 zzzyzyyy  

 
2121111 CeCCdxeCyeCyeCeCz xxxxdx

 

  32121 CxCeCydxCeCy xx    
 

2) 0),...,,( )(  nyyyF    (2) 
Жоғарғы ретті бұл теңдеудің түріне тәуелсіз айнымалы  x  кірмейді. Бұл жағдайда мынадай 

белгілеу енгіземіз: .p
dx
dyy   Күрделі  функцияны дифференциалдау ережесін қолданып, 

мына теңдіктерді аламыз: 
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Дәл осылай, одан да жоғарғы ретті туындыларын тауып, орнына қойсақ  )k(y  туындылары 
p=p(y)  функциясының  y -тен тәуелді  k-1 реттен аспайтын туындылары  арқылы   
өрнектелетіні  анық, бұл  теңңдеудің иретін бір санға келтіруге   мүмкіндік  тудырады. Бұл  
жағдайды мысал көмегімен қарастырып көрелік.  

18.2 мысал. yyyy  2)( теңдеуін шешіңіз. 
Жаңа функция енгіземіз: py  ; ppy y  , онда  
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3) )x(fу )n(   
түріндегі, яғни, оң жағы тек х айнымалысына ғана тәуелді болатын дифференциалдық  
теңдеуді қарастырайық.  
Онда nn

nn CxCxCxСdxdxdxxfy  
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1 ......)(...  - теңдеудің жалпы шешімі. 
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18.3 мысал, 32  xyx  теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз.  
Шешуі:  Алдымен теңдеуді (1)  түріне келтіреміз:   

x
xy 32   

 (2) формулаға сәйкес  біртіндеп интегралдасақ: 
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14.2 Жоғарғы  ретті сызықты дифференциалдық теңдеулер 

 
1. Теңдеулер шешімінің жалпы құрылымы 

Анықтама. n  - ші ретті сызықты біртекті емес дифференциалдық  теңдеу  деп мына 
түрдегі теңдеуді  айтамыз: 

         ,1
2

2
1

1 xfyayayayayyL nn
nnn  
     (1) 

мұндағы   nixaa ii ,1,   теңдеудің коэффиценттері, қандай да  кесіндіде үзіліссіз  
функциялар.   

Теңдеудің  оң  жағы       yayayyL n
nn   1

1  сызықты оператор деп  аталады. 
     2121 yLyLyyL   және    yCLCyL   теңдігі  орындалатынына оңай көз  жеткізуге  

болады, .constC    
Теорема 1. (Пикар). Қандай  да бір  D  облысының барлық нүктелерінде үзіліссіз 

болатын    nixaa ii ,1,    және  xf  функциялары үшін (1) Коши  есебінің тек жалғыз 
ғана шешімі табылады.  

Ары қарай, біз    nixaa ii ,1,     және   xf   функцияларын  D  облысында 
үзіліссіз деп қарастырамыз. 

1. Сызықты біртекті  теңдеудің жалпы шешімі. 
  0yL     (2) 

Анықтама. myyy ,...,, 21  функциялары  b;a  аралығында сызықты тәуелді деп 
аталады, егер төмендегі теңдеуді  қанағаттандыратын барлығы бірдей нөлге тең емес 

,,...,, 21 m  тұрақтылары  табылатын болса: 
 baxyyy mm ;,0...2211    

кері жағдайда, сызықты тәуелсіз деп аталады. 
18.4 мысал.а) 2

43
2

21 2,3,, xxyxyxyxy  -  функциялары    ;  
аралығында сызықты тәуелді, себебі:  
1) ,303330030,1,0,3 133143214321 yyxxyyyyyy     
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2)   .202221,0,1,2 214

22
4214321 yyyxxxxyyy       

б) 2,,1 xx  функциялары    ;  аралығында  сызықты тәуелсіз, себебі 
2

321 xx   =0 теңдігі барлық x  үшін емес, тек  x -тің екі мәні үшін ғана орынды.  
Сызықты тәуелді nyyy ,...,, 21  функцияларының  1n  - ші ретке дейінгі 

туындылары бар болса, онда олар Вронский анықтауышы деп аталатын:   
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анықтауыш көмегімен анықталады.  
Теорема 2. Егер nyyy ,...,, 21  функциялары  ,;ba  аралығында сызықты тәуелді болса, 

онда осы  ba ;  аралығында   0,...,, 21 nyyyW . 
Теорема 3. Егер (2) теңдеуінің дербес шешімдері nyyy ,...,, 21   ba ;  аралығында 

сызықты тәуелсіз функциялар  болса, онда     0,...,,:; 21  nyyyWbax . 
Анықтама. Кез келген  (2) теңдеуінің n  сызықты тәуелсіз дербес шешімдер жүйесі  

фундаментальдық шешімдер жүйесі деп аталады.  
Теорема 4. (2)  дифференциалдық  теңдеуінің әрқашанда фундаменталдық шешімдер 

жүйесі табылады.  
Теорема 5. Егер nyyy ,...,, 21  -  (2)  теңдеуінің дербес  шешімдері  болса, онда  

nn yCyCyCy  2211 ,   (3) 

мұндағы niCi ,1,   -  кез келген тұрақтылар және бұл да (2) теңдеуінің шешімі болады. 
 (3) шешімінде  n  тұрақты бар. Қандай шарт орындалғанда (3) шешімі (2)  теңдеуінің 

жалпы шешімі болады. 
Теорема 6. Егер (2) теңдеуінің дербес шешімдері  nyyy ,...,, 21    фундаменталдық 

шешімдер жүйесін құраса, онда (3) шешімі (2) теңдеуінің жалпы шешімі болады. 
18.5 мысал. xxx eee 2,,   функциялар  жүйесі 022  yyyy   теңдеуінің  

фундаментальдық шешімдер жүйесі болатынын көрсет және оның жалпы шешімін жаз. 
Шешуі:  xxx eyeyey 2

321 ,,    функциялары мен оның туындыларын берілген 
теңдеуге қою арқылы олар теңдеудің шешімі болатынына көз жеткізуге болады.  Оның 
вронскианы: 

  06
411
211
111

4
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2

2
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2  
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 xxxx
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xxx eeee
eee
eee

eee
eeeW .  

Ендеше, xxx eee 2,,   сызықты тәуелсіз функциялар және берілген теңдеудің 
фундаментальдық шешімдер жүйесін құрайды. Оның жалпы шешімі  (4) формуласына 
сәйкес: 

xxx eCeCeCy 2
321

~   . 
18.6 мысал. Егер 1222  xyyyy   теңдеуінің дербес шешімдерінің біреуі  

1 x*y  функциясы болса, онда оның жалпы шешімін жазыңыз. 
Шешуі:  Сәйкес біртекті дифференциал теңдеудің жалпы  шешімі  y~ 2-мысалда  

табылған, онда теңдеудің жалпы  шешімі:  
1*~ 2

321   xeCeCeCyyyy xxx . 
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14.3. Кез келген тұрақтыны вариациялау әдісі 
 

Теорема 7. (1) теңдеуінің жалпы шешімі осы теңдеудің дербес шешімі мен оған сәйкес 
(2) біртекті теңдеуінің жалпы  шешімінің қосындысына  тең.    

Ендеше,  (1) теңдеуінің жалпы шешімін табу үшін :  
1) (2)  біртекті теңдеуінің жалпы  шешімін, 
2) (1) теңдеуінің дербес шешімін  

табу қажетті. 
Тұрақты шаманы вариациялау әдісі  (2)  теңдеуінің жалпы шешімі белгілі болғанда (1) 

теңдеуінің дербес шешімін  табу үшін қолданылады.  
 (3) шешімі  (2) теңдеуінің жалпы шешімі болсын.  (1) теңдеуінің дербес  шешімін (3) 

түрінде  іздейміз,  niCi ,1,    -ді   x -ке тәуелді  белгісіз  функция  деп қарастырамыз. 
Шешімді табу үшін n  шарт қажет. Осы шарттар ретінде мына   1n   шарт 

        1,1,2211  niyCyCyCy i
nn

iii     (4) 

пен (1) теңдеуін (3) қанағаттандыратын шартты аламыз. (4)-тен   iy -ді, мұндағы 11  n,i , 

анықтайтын  өрнекте  niCi ,1,    функциясының туындысы болмауы  қажет екенін көруге 
болады.  xCi   мынадай жүйе  көмегімен  анықталады: 
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    ,   (5) 

бұл n  белгісіз iC  -ке тәуелді сызықты алгебралық теңдеулер жүйесі.  Теңдеулер жүйесінің 
анықтауышы фундаменталдық шешімдер жүйесі   xyi  нөлден  өзгеше болатын  жағдайдағы  
Вронский анықтауышы. Сондықтан, (5) жүйесінің тек бір ғана шешімі бар:   )x(xC ii  . 
Бірінші ретті дифференциалдық теңдеу болатын соңғы теңдіктің екі жағын да  интегралдап, 

    dxxxC ii   табамыз. 

  Сонымен, (1) теңдеуінің дербес шешімі:  

       xydxxydxxyy nn  ...* 2211 .   (6) 
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